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Isolerade singulira punkter

SATs: f &r analytisk i en punkterad omgivning till zp (omgivningen {z:0 < |z — zo| < R}). D& &r
foljande pastaenden ekvivalenta

1. f:s Laurentutveckling kring 2o i {2: 0 < |z — 29| < R} innehaller inga negativa potenser av
(z — 2p).

2. Alim,_,,, f(2)€C.
3. f &r begrédnsad i en punkterad omgivning till zo.

Hér handlar det alltsd om h&vbara singulariteter. Man kan ta endera som definition, men man
brukar inte ta nr 3.

Bevis. 1=2,2=3,3=1

?
1.— 2.
f(z)=ao+ai1(z—2)+- 1{0<|z—2| <R}
Lat z — zo:

lim f(z)=apeC

Z— 20

f(z):{ f(z) daz+#z

ag da z=12zg
Da &r f analytisk i {z: |z — zo| < R}.
?
2.=3.

lim f(z)=LeC

2320
Ve>0 34.>0: Vz:0<|z—2<d: |f(2)—L|<e
Tage=1. 36 >0: Vz:0<|z—2z|<d |[f(z)—L|<1
= [f(2)|=1(f(z) = L) + L| < |f(2) - L|+|L[ <|L|+1
Och detta for alla z i omgivningen {0 < |z — z9| < d1}. = f begrénsad i omgivningen.

,
3.= 1. Det mest intressanta fallet.

RIEMANNS sATS: Om f &r begrdnsad och analytisk i en punkterad omgivning till 2y, si ar alla
koefficienter framf6r negativa potenser i f:s Laurentutveckling kring zp i U lika med 0. ||.

fR)=-+a_m(z—20) ™+ +ag+-+an(z —20)"+ -



Att visa: a_, =0VYm e Nt.

1
a /;(C-ﬂ4%+ldg, VkeZ

T 2ri — %)

[ T i g [ R ac

/ f(C)(C—zO)m_ldC‘giMrm127rr=Mrm—>O dar—0
Y

dir M ar sadant att |f(z)| < M.

=0_m=0 ad

SATs: f analytisk i {0 < |z — 29| <r}. D& &r foljande pastaenden ekvivalenta:

1. f:s Lurentutveckling kring zp i {0 < |z — 29| < r} innehaller &ndligt manga negativa
potenser av z — zp.

2. lim,,,, f(2) =occ.
(#o &r en pol)||. Titta pa beviset:

9(2)

f(2) =m, dédr g &r analytisk i {0 < |z — 29| <7} och g(zp) #0.
— 20

m = polens ordning.

SATs: f &r analytisk i {0 <|z — 29| <r}. D4 &r foljande pastdenden ekvivalenta:

1. f:s Lurentutveckling kring zo i {0 < |z — 29| < r} innehaller oidndligt ménga negativa
potenser av z — zp.

2. Flim,_, ., f(2), vare sig #ndligt eller oindligt.

(20 &r en visentlig singularitet.)

Bevis. Foljer direkt av de tva tidigare satserna. O

(=)
SaTs: (Casorati-Weierstrafl’ sats) f har en visentlig singularitet i zp. a« € C godtyckligt.
Ve>0 Vn>0 Tz, |zp—20<n, |flzg)—a|<e
[« 3 f6ljd 21, 22, ..., 88 att 2z, — 2o och f(zp) — @]

Bevis. Antag motsatsen, dvs

(=)
Jage C,3eg,no>0 sdatt Vz:|z—z20| <mo, |f(2)—aol>e0



Betrakta ¢ i {0< |z — 20| <mo}:

Begrénsad. Enligt Riemanns sats sa finns ett gréansvérde:

3 lim ¢(2)=1eC

z-20
(20 havbar for ).
1
m_)l
1. 1#£0:
f(z) —ao— 1

l

ap ar en konstant. “Den gar inte ndgonstans egentligen.”
1 .
f(z)—>a0+7 da z— 2

Varfor &r det hir en motsigelse?
= zp hidvbar. Motségelse: det var givet att zy dr en visentlig singularitet.

2. 1=0:

= 7p ar en pol. Men det ar det inte: Motségelse!

Fundera pa: Hur gor man om a =007 Det blir visentligen samma gre;j.

EXEMPEL.

1
=

flz)=e

Jag vill 16sa e!/* = A. Finns det 13sningar godtyckligt niira 0 nir A # 0 véljes godtyckligt.

Alla 16sningar ges av:

1
—=logA
PR

%:1nr+i(<p+2k7r), keZ
k

1

Zk:lnr+i(<p+2k7r) —0da k>




Maximumprincipen och Schwarz lemma

Maximumprincipen: f dr analytisk i D (begrinsad), f # konstant =>|f| inte kan ha lokalt max-
imum i D.

f analytisk i D, f € C(D), D =D UdD, f#konstant = |f| antar maximum pa dD och endast
pa OD.

SCHWARZ LEMMA: f &r analytisk i Q= {z:|z| <1}. f(0)=0. |f|<1iQ.
=[f(2)[<[z] 10

Om | f(20)| = |#0| for nagot 2o # 0, s

dér 6 e R.
Bevis. f analytisk i Q. f(0)=0. Alltsa: f(z) =a1z+az2?+---.

f(2)
Satt g(z):{ . omz#0

ap omz=0

Betrakta g(z) i {|z|<r}, r<1.

z|=m:

1 . . . . .
lg(2)] < o i hela skivan enligt maximumprincipen

Om vi later r— 1 far vi (g &r oberoende av r) att |g(z)| <1 for alla z € Q@ = {|z| < 1}.

G ¢

k1

Vze{lz|<1},2#0 |g(2)

= [f(2)I<[z] VzeQ\{0}
Med z =0 far vi | f(0)| = |0| OK.
= [z i{lzl <1}
Antag att det finns zg s att |zp| <1 och | f(20)| =]20|.
= |g9(20)| =1
(figl). = |g| har lokalt maximum i zp (inre punkt) = g =konstant. |g|=1= g(z) =¢€’.

f(z)==ze"? a



