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1 Tre satser

Vi definierar en rumslik vektor A som en vektor som har A% < 0; en tidslik
vektor har A%2 > 0 och en ljuslik har A? = 0. Vektorer med A? > 0 kallas
kausala.

Alla fyrvektorer ortogonala till en given kausal vektor dr rumslika
utom den kausala vektorn sjalv om den &r ljuslik.

Pastaendet ar uppenbart falskt. For att se detta kan vi betrakta nollvek-
torn 0 = (0,0,0,0). Den &r enligt definitionen ovan kausal, samtidigt som
alla fyrvektorer ar ortogonala till nollvektorn. Men alla fyrvektorer ar inte
rumslika = pastaendet var falskt.

Vi kan ocksa se att pastaendet ar falskt genom att betrakta en ljuslik
vektor K. Nu sédger pastaendet att alla vektorer ortogonala mot K férutom
K sjilv dr rumslika. K &r ortogonal med sig sjédlv och dnda ljuslik, sa det
fallet undantas fran explicit satsen. Men betrakta oK: det blir en fran K skild
(om « # 1), ljuslik vektor, som &r uppenbart ortogonal med K. Darmed har
vi hittat odndligt manga vektorer som motbevisar pastaendet.

Dérmed &r saken egentligen utagerad, falska pastaenden &r ointressanta.
Men man skulle kunna fundera 6ver nér det eventuellt skulle kunna gélla.

Antag att K ar tidslik. K kan da skrivas pa formen K = (0,0,0,%),x € R
i nagot inertalsystem. Betrakta vektorn A = (A;, A, A3, A4) som &r ortogo-
nal mot K:

AIK — A - K=0 —= A;k=0

- A:(Al,AQ,Ag,O) — AQZ—A%—Ag—AgSO

Déarmed &dr A antingen rumslik eller nollvektorn.
Pastaendet kan ddrmed modifieras till att alla nollskilda fyrvektorer or-
togonala mot en given tidslik vektor &r rumslika.



Antag sedan att K &r ljuslik och nollskild, och betrakta vektorer A =
(Aq, Ay, Az, Ay) som dr ortogonala mot K wutan att vara parallella mot K.

Vi kan genom lampligt val av koordinatsystem skriva K pa formen K =
(N,0,0,N).

— AT=A2 A2 A2 A= (A2+ADH <0

Om Ay och/eller Az dr nollskild blir A en rumslik vektor. Om bada &r noll
blir A = (A41,0,0, Ay) och ddrmed parallell med K.

Da ar vi klara att modifiera pastaendet till att gélla sa manga fall som
mojligt, men inga fler (nédvéndiga forandringar fran originalformuleringen
kursiverade):

Alla nollskilda fyrvektorer ortogonala till en given nollskild kausal vektor
ar ortogonala, utom wvektorer parallella med den kausala vektorn sjéalv om
den ar ljuslik.

Summan och skillnaden av godtyckliga rumslika vektorer ar rums-
lika om vektorerna ar ortogonala.

Lat A och B vara tva godtyckliga, rumslika vektorer, och lat o och (3
vara godtyckliga nollskilda reella tal. Vi vill visa att (aA + B)? < 0.

(A + BB)* = o*A* + 3°B? + 2a8A - B = o*A% + °B* < 0
—_————

=0ty ALB

ty A2 <0,B?2<0, a®>0, 3 > 0. Hirur foljer pastaendet trivialt.

Varje fyrvektor kan beskrivas som summan av tva ljuslika vektorer.
Om A &dr en godtycklig vektor, kan vi genom lampligt val av referenssystem
fa den pa formen A = (A;,0,0, Ay). Skulle vi inte ha noll i “mittenkoordi-
naterna” fran borjan gar det att astadkomma genom att titta pa ett nytt
referenssystem som skiljer sig fran det ursprungliga med en rotation i rum-
met. Nu ska vi lata A; och A, variera hur de vill och visa att vi kan hitta tva
ljuslika vektorer vars summa blir A. Det kommer att récka att betrakta ljus-
lika vektorer som i det aktuella referenssystemet kan skrivas (A4, 0,0, Ay).

Tag da de bada ljuslika vektorerna v; = (1,0,0,1) och vo = (—1,0,0,1).
Eftersom (1,1) och (—1,1) spéinner R? (och méngden av alla mojliga A mot-
svarar R? genom (A;,0,0, Ay) <« (A, Ay)) star det klart att varje A kan
skrivas som en linjarkombination av v; och vy enligt A = av; + [Bvy. Dér-
med kan den godtyckliga vektorn A skrivas som summan av de bada ljuslika



vektorerna avy och Bvs, vilket gor att pastaendet géller i det valda referens-
systemet. Eftersom fyrvektorer ar kovarianta under Poincarétransformationer
géller slutsatsen allmént.

2 Tre baser

Fyra linjiart oberoende tidslika vektorer

Vi = (
Vo = (
V3 = (
V4 = (

Kvadraterna pa vektorerna blir 3 respektive 1: storre &n noll, alltsa ar
vektorerna tidslika. Man kan ocksa konstatera att de ar linjart oberoende,
t.ex. genom att tinka pa dem som vektorer i R*, sétta ihop dem till en matris

och bilda determinanten, som blir nollskild (den blir ett), alltsa &r de linjért
oberoende.

Fyra linjidrt oberoende rumslika vektorer
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Kvadraterna blir har —3 respektive —1: mindre &n noll, alltsa &r vekto-
rerna rumslika. Liksom ovan kan vi determinantvigen inse att de &r linjart
oberoende; determinanten blir —4 # 0.

Fyra linjiart oberoende ljuslika vektorer

Vi = (1,0, O, 1)
vy =(0,1,0,1)
vy = (0,0,1,1)
V4 = (—1,0,0, 1)

Kvadraterna blir hér noll — vektorerna &r ljuslika. Determinanten blir
2 # 0; de ar linjért oberoende.



v

Figur 1: Jordens hastighet i sin bana &r sa pass mycket mindre &n ljusets,
att man med gott samvete kan géra en pseudo-Gallileisk transformation, déar
man noterar att ljushastigheten ér konstant.

3 En fixstjirnas aberration

Aberrationen, som orsakas av att jorden ror sig i en bana runt solen, gor att
en fixstjarna vars ljus infaller vinkelrdtt mot jordens banplan kommer att
beskriva en cirkel pa himlavalvet. Vi vill berikna denna cirkels radie.

Fixstjarnor ar ett modellbegrepp som dyker upp i Newtons universum néar
man anvander sig av det absoluta referenssystemet, det inertialsystem som
har solen i centrum. Fixstjarnor ligger oéndligt langt borta och ror sig inte.
(Sa beter sig naturligtvis inte riktiga stjarnor, men det ar dnda en anvindbar
modell i detta sammanhang.)

Himlavalvet dr det som observeras fran jorden, nédr man tagit hinsyn
till jordens rotation kring sin egen axel och korrigerat bort den fran sina
méatningar. Om man ersitter jorden med en punktformig observator som
inte roterar relativt det absoluta referenssystemet skulle denna observera
just himlavalvet. Jordbanan kan med mycket god noggrannhet approximeras
med en perfekt cirkel, med radien R = 1,5 - 10" m. Detta ger en hastighet i
banan pa

2R

ar

~ 30000m/s < ¢ = 299792458 m /s

v =

Vi ser hir att det inte finns nagon anledning att rikna relativistiskt.

Om jorden ror sig framat med hastigheten v och méter ljus rakt ovanifran,
ar det enligt relativitetspostulatet ekvivalent med att jorden star still och
ljuset kommer in snett ovanifran, med en liten avvikelse § fran vertikalen (vi
befinner oss da i jordens momentana inertialsystem). Se vidare figur 1. Ljuset
har den totala hastigheten ¢, varvid den har en “horisontell” komponent med



storlek v. Avvikelsen fas da enligt

5= arcsin% ~ 9.96 - 1077 eller 0°0/21"

Allteftersom jorden framskrider i sin bana kommer riktningen pa v att
andras, vilket gor att riktningen pa ljuset i det momentana inertialsystemet
kommer att rotera runt vertikalen, hela tiden med en avvikelse (aberration)
pa knappa 21 bagsekunder. Detta blir alltsa radien pa den cirkel som fix-
stjarnan beskriver, sedd fran jorden.

4 ... och sa den krangliga uppgiften

Om en punkt ror sig i en hyperbolisk rorelse (konstant egenacceleration «),
vilket vi i nagot inertialsystem S kan uttrycka som

4
2 — A = °
a2

har den (i sitt momentana inertialsystem) konstant avstand till den punkt

som har valdes till origo i S-systemet. Vi kan konstatera detta genom att
bilda fyrvektorn As fran S-origo till punkten,

C4

As = (2,0,0, ct), As? = 2?2 — 2% = -=
!

Vi ser att As? blev en konstant, oberoende av tiden. Den blev negativ,
vilket betyder att den &r rumslik. Det innebér att det finns ett inertialsystem
dér den &r riktad uteslutande i rummet, och blir dir ett matt pa avstandet
(4r dess negativa kvadrat). Vidare kan vi konstatera att partikeln maste ha
hastigheten noll i det inertialsystem dér As saknar tidskomponent. For att
se detta kan vi t.ex. derivera:

dx

d
—As* =2t — 20— =0
s e Tt

I ett system dér As saknar tidskomponent har vi ¢ = 0 och

xd—x:() — d—x:Otyx:O:>As:OochvihadeAS7é0
dt dt
Alltsa: det finns vid varje given tidpunkt ett inertialsystem dar As &r
saknar tidskomponent, och i ett inertialsystem dér As saknar tidskomponent
maste partikelns hastighet vara noll. Detta blir ddrmed det momentana iner-
tialsystemet. Eftersom As? #r konstant genom hela rorelsen, och eftersom det



ar direkt relaterat till avstandet till S-origo, foljer att avstandet till S-origo
(i det momentana inertialsystemet) hela tiden &r konstant.

Det som ovan &r sagt om S-origo skulle enligt uppgiftstexten gélla for na-
gon punkt “rakt bakom” partikeln, i det momentana inertialsystemet. Ater-
star att visa att S-origo verkligen ar rakt bakom partikeln. Eftersom en
punktpartikel saknar bade fram- och baksida ar det inte helt klart vad vi
ska mena med “bakom”. Normalt sett skulle man vl i det laget tittat pa
hastigheten, och sagt framat &r i hastighetens positiva riktning — men pa-
staendet giller specifikt i det momentana inertialsystemet, dér hastigheten
ar noll. Sa vi tvingas ta till accelerationen, och kan konstatera att partikeln
avldgsnar sig fran S-origo da a > 0, vilket vi kan anta utan inskrénkning,
genom ldmpligt val av koordinatsystem S. Saledes ligger S-origo bakom par-
tikeln.

Konstant avstand till en viss punkt, i de momentana inertialsystemen.
Samtidigt ror partikeln sig framat med allt hogre fart. Hur gar det ihop?

Nér vi talar om en serie momentana inertialsystem forsoker vi mer eller
mindre skapa ett medféljande referenssystem. Det ar i detta system som par-
tikeln har konstant avstand till punkten och i detta system ror sig partikeln
inte framat med allt hogre fart (den star still i ett medféljande system, per
definition). Pa samma sétt giller i alla inertialsystem att partikeln inte har
konstant avstand till den aktuella punkten. Sa det enkla svaret dr att det
gar inte ihop. Antingen ser man det som att avstandet ar konstant, eller
sa ser man det som att partikeln ror sig framat med allt hogre fart. Likvil
kan man férundras over att S-origo inte ror sig bakat med allt hogre fart i
det medfoljande systemet, sasom det hade varit i ett Newtonskt system. Det
ar hir som samtidighetens relativitet och rumtidens férenande av rum och
tid kommer in. Att vixla over till ett “snabbare” inertialsystem, betyder att
punkter langre bak betraktas vid allt tidigare tillfallen ju ldngre bak man
kommer, och att punkter langre fram betraktas vid allt senare tillféllen, re-
lativt hur det var innan man bytte system. Situationen kan visualiseras i ett
Minkowski-diagram enligt figur 2.

I figuren ser vi ocksa att det, med det momentana samtidighetsbegreppet,
finns en region i Minkowskirummet dar héndelser & och ¥ ar samtidiga med
héndelser U och = som sker i omvénd tidsordning. (Notera dock att detta
bara giller i det accelererande systemet; i varje givet inertialsystem sker orsak
fore verkan.) Accelerationen far en “roterande samtidighet” till foljd.

Hyperbeln kommer ndrma sig den inritade ljuskonen asymptotiskt, men
aldrig ga over den. Det framgar ocksa att ljuskoner som utgar fran partikeln,
aldrig kommer att kunna innehalla punkter & eller #". Det betyder att sig-
naler fran dessa héndelser aldrig kan na fram till den accelererande partikeln,
de befinner sig bakom en héndelsehorisont.



ct

Partikelns bana

Figur 2: Banan for en partikel med konstant egenacceleration. = och ¥ ér
tva handelser pa partikelns bana, dar = hénder fére W. De punktade linjerna
motsvarar en signal genom S-origo som ror sig i ljushastigheten. De streckade
linjerna markerar alla de handelser som i partikelns momentana inertialsy-
stem éar samtidiga med = respektive V. Inritat dr ocksa en handelse ¢ som
orsakar en verkan ¥ . I partikelns momentana inertialsystem ar = och ¥,
respektive U och O, samtidiga.



Vad ser da den accelererade observatoren (nu har partikeln fatt 6gon),
nér den betraktar ett objekt som star still i S? Jo, langdkontraktionen kom-
mer bli allt mer uttalad med tiden. Da tiden gar mot odndligheten kommer
det stillastaende objektet oavsett ursprunglig utstrickning att bli allt mer
punktformat. Pa samma sidtt kommer tidsdilatationen att bli allt mer utta-
lad med tiden. Néar partikelns tid gar mot odndligheten kommer det stillasta-
ende objektets tid att sakta in och stanna. Bortom det 6gonblick som det
stillastaende objektets klocka stannat hamnar den utanfor alla mojliga ljus-
koner for partikeln; hamnar bakom dess horisont. Vi kan ocksa vénta oss att
det stillastaende objektet lyser allt svagare nér vi ndrmar oss denna horisont
— objektet avger /reflekterar en viss méangd energi per tidsenhet métt med
dess egen klocka (vilken som sagt stannar betraktat fran partikeln).



