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Beteckningar
t: “tiden”
x: rymdvariabler: x = (z1, ..., x,). I enstaka fall: z, y (endimensionella variabler).

Okénda funktioner: u,v,w

8%u

W =Ukj
Linjdra: operationer med okidnda funktionen:
1. derivator
2. +
3. multiplikation med kinda funktioner
Ugg +Uyy +e¥=0: linjar
e¥uzy —e® vy, =0: linjér
Ulgy — Uyy =0:  icke linjér
Linjar PDE av ordning 1 med 2 oberoende variabler
a(z,y) ug +b(z, y) uy +c(z, y) u= f(z,y)
Ett enkelt fall: b=0.

auy+cu= f — en ordinér differentialekvation: u, + hu=g dér h=e/a; g= f/a.

u(m,w:e—H“’w( / e+H<T’y>g(T,y)dT+0(y)), dar

H(z,y)= /hw,y)dT

C(y) ar en godtycklig funktion.

Allménna fallet: a # 0, b # 0. Vi s6ker sadana nya variabler £ = p(z, y); 1 = ¥(z, y) sa att u,
forsvinner i dessa nya variabler. Kedjeregeln:

Ug=Ue &g+ UpNg, Uy=ugly+uyny
a(ug oz +Upths) +b(ug oy +unhy) +cu=f
ug(apz +bpy) +up(ay; +bipy) +cu=f

Vi vill: @tz + b1y =0. Vi loser denna.



Skriver en ODE (karakteristiska ekvationen): a dy = b dz eller j—g = % Lat ¢(x,y) = v dar v ar
godtycklig konstant vara allménna l16sningen till karakteristiska ODE.

Yz, y(x) =~

d d
35 (Y@ y(@) = 3-7=0
Kedjeregeln:

0 0 du_0v, 0 b

or Oy dz Oz Oy
Ypa+1P,b=0

Efter att vi hittat ¢, tar vi ¢ godtyckligt, bara som ap, + b, #0.

EXEMPEL:
TUy+YUy+U=2

Hitta allménna 16sningen dar x,y > 0.
LOSNING:

Vi soker nya variabler ¢ = ¢(z, y) och n = v¥(x, y) sa att u, forsvinner da problemet uttrycks i
dessa nya variabler.

Karakteristiska ekvationen: a=z, b=y:
rdy=ydx
Variabelseparation:
dy_ [ dz
y | =

Inly|=In|z|+1Invy

8 |

y=z,

Sa vi tar ¢ (z,y) =y/=.
For ¢ kan vi ta ¢(z, y) =z. (Maste ha a oz + by, #0, hdr -1+ y-0+#0.) S& vi har de nya

variablerna:

nzw(w,y)zg och &=y(z,y)=x

och var ekvation i de nya variablerna blir:

ug-E+04+u=¢

_q

U§+€



Loser med hjélp av homogena ekvationen

v: ’U£+§:0 = i)—vz—df—é., ’U:%
u—l-w
3
1 1 1
U§+£ —£—QW+EW£+€—2’U)—1
1 &

dar C(n) ar en godtycklig funktion.

1. Kurvor — y(z) — l6sningar till karakteristiska ekvationen. Karakteristiska kurvor for ekva-
tionen i vart fall y = ~yz.

2. Cauchyproblemet — hitta 16sningen till en partiell differentialekvation med angivna véirden
pa en given kurva (yta).

I vart fall, hitta 16sningen u(z,y) = y pa kurvan y = z2.

3. Cauchyproblemet kan man stilla upp och 16sa pa icke-karakteristiska kurvor = sadana
kurvor som inte tangerar karakteristiska kurvor. (figl)

Figure 1.

Partiella differentialekvationer av ordning 2

u(z),x=1x1,..., Ty



Ekvation (£ &r en operator):

L) =" ajp@ujp+ Y bj(@)u;+c(x)u=F
ik ik

for nagot hogerled F. ajx(z), bj(z) och c(x) &r koefficienter, reella funktioner. De hogsta koeffi-
cienterna a () kan placeras i koefficient-matrisen:

a11 a1z -
A= a21 e

Vi betraktar aj; = ag; (koefficientmatrisen &r symmetrisk). Varje partiell differentialekvation
kan transformeras till symmetrisk form.

EXEMPEL: Ug g + Ugy + 3 Uyg + Uyy =0.

(11121
(11221
(12123
(12221

Men: ugy=uy; = Skriver om som gz +2Uzy+ 2 Uyz + Uyy =0.

I varje punkt xz har matrisen A(z) egenvirden Ai(z) och egenvektorer ex(z). For symmetriska
reella matriser géller:

1. Ag(z) &r rella.
2. Egenvektorer eg(z) &r reella.
3. Egenvektorerna dr ortogonala: (e, e;) =0 for k +# j; och normerade: (e, ex) =1.

Klassificering

I. Man séiger att ekvationen &r av ...
1. elliptisk typ i punkten z om alla Ag(z) &r av samma tecken.

2. hyperbolisk typ om ett egenvirde har ett visst tecken, och alla andra har ett annat
tecken (och dr nollskilda).

3. parabolisk typ om bland Ai(z) finns nagra Ai(z) = 0 och kvarstdende har samma
tecken.

4. ultrahyperbolisk typ om bland Ag(z) finns nagra positiva och nagra (fler &n en) &r
negativa, och inget ar noll.

II. Vi siger att ekvationen tillhor nagon typ i hela omradet 2 om den tillhér den typen i alla
punkter i Q.
EXEMPEL.

I. Au=F; uy; +ugg +uss=F.

100
A=1010
001

det(A — AI) =0 ger A\, A2, A3=1. Den &r elliptisk.



II. t= T4: U1+ Ugo + U3z — Ug = 0 (Vérmeledning)

1000
10100
A= 0010
0000
A =X=A3=1; A;=0: parabolisk.
III. w11 + uoe + uzs — ugq =0
100 O
010 O
A= 001 O
000 —1

A=X=A3=1; A=-1: hyperbolisk.

IV. u12=0. Vi skriver om den pa symmetrisk form: %Ulg + %qu =0.

1
a=|%2
50
2
Soker egenvirden: det(A — AI)=0:
1
- 5 o
L =
5 —A
A2—==0
1
=4 —
A 2

Den var hyperbolisk.
Dessa kallas for kanoniska former.

Ekvationer med konstanta koefficienter (motsvarar homogent medium). Med hjilp av variabel-
byte kan man reducera till kanonisk form.

z = (x1,...,Tn): gamla variabler
¢ = (&,...,&,): nya variabler

Vi séker & =) em;; .

Vi anpassar sa att icke-diagonala termer férsvinner i nya koefficientmatrisen.
ou ou 0O
Ou 5~ Ou Om 5~ Ou,
Oz a&m amk 8€m

82
&vkc')xl 2 BE,, D, Rl

20, 2.,
E(u):Z aj &Ul&nk_zz 88 emkelLjajE = Z 86 a6, Ami,

ik m,l

€m1
Ami = E ajremrer;=(Aem,e), em= :
j.k Emn



Vi vill valja e, s& att matrisen @,,; blir diagonal. Vi tar e,, som engenvektorer till A: A e,, =
Am €m.-

= (Aem,e) = Meme) ={ )

Kanoniska formen for ekvationer med variabler (glatta) koeffienter for tva oberoende variabler.
1. Hyperbolisk typ. =,y oberoende variabler:

AtUugs+2Bugy+ Cuyy + lagre termer = F
dir A(z,y), B(z,y) och C(z,y) ar funktioner.
(A B
4=(30)
A1,2 ges av determinanten:

‘A—)\ B

B A—)\‘:O

A1,2 har samma tecken om B2 - AC > 0: elliptisk.
A1,2 har olika tecken om B? — A C < 0: hyperbolisk.
B2 — AC =0= ett egenvirde = 0: parabolisk.

Vi gor variabelbyte & = o(z, y); n=19(z, y):

Atugy+2Bugy+ Cuyy= u“:uéﬁ“‘j— UnYa :Au££+2l§u£n+c~'unn+légre termer

A=Ap2+2B s py+Co}
C=Ap2+2By, ¢, +Cy3

B :AWmlﬁm‘*‘C‘P@/wy‘}‘B((ﬁm"ﬁy“‘ ‘waa:)



