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Forra gangen: administration, integraler.

Idag: komplex analys.

Analytisk funktion: derivatan f'(z) existerar:

o) = 1 LR = f(2)
f'(z) = lim B —

h—0

det vill siga:
1. grénsvirdet dr oberoende av hur h— 0, och
2. grénsvirdet ar finit.

Ej analytiska punkter:

1. Pol: Vi har en n:te ordnings pol vid zg om

lim (z — 2z9)™f(z) = konstant, # 0

Z— 20



2. Forgreningslinje (-punkt), t.ex. Inz.

+7

Figur 1.

3. Visentlig singularitet

lim (z—20)"f(z)=00 VneN

Z—Z0

t.ex. exp(1/z) vid z=0.

Laurent-serie:

konvergerar i en punkterad disk runt zp med en radie som bestimms av avstandet till ndrmaste

singuléritet (skiljd fran zp).
Integrera runt en cirkel z =z + r el?:
$ a9 =
c 0

27

n=—oo n=—oo

a1 =residy vid zp. Residyteorem:

?idzf(z):%ri Y e,

isolerade
singuldriteter

o0 o0 27
dgirel? Z an(relf)n= Z anir”‘H/ dh et =9 riq,
0

=2ﬂ'5n,71

om omradet inom C bara innehaller isolerade singulariteter (d.v.s. inga férgreningslinjer).

EXEMPEL:

1) standard

I—/oo dw w? _
—oo 2T Lz(w2—w3)2+R2w2



2) vanlig

Figur 2.

— konvergerar egentligen inte (i allmanhet).

— anvénd kontur Ci: (fig3)

Figur 3.

Tro—E€
lim [ / dz
e—0t — 00




. 7 ; Rel%)
1 d(retr) LEED
+R1—I)noo 0 ( © ) Rele—.’l}g

lim l/o d(&.eiﬂ)'f(zo—-l_geia

0+ celd

Antag f(z) — 0 for |z| = co =>4:e term =0.

f(z) &r analytisk vid z =zo = 3:e term = —i7 f(zo).

=Ic, = —i’in(III()) +sl—i>n()1+ [] = —i7rf(g;0) +P/_o:o dz wffﬂ;)o

Cauchys principalvéarde.

Figur 4.



Jamfér med Cy: (figd)

Figur 5.

=>Ic2=+i7rf(zg)+P/oo dz f(z)

Tr— X

— 00

Konturerna C, Cs kan modifieras till (fig6) men I¢;=I¢, och Igy= Ig,.

N
A

Figur 6.

Mdz: lim ~ dzﬂz—iwf(xo)-f—?’/oo dx /(@)

¢l Z2—To n—0t J _ xr—xo+1n T — X9

FG) 4, = tim dzL).Jrinf(onP/ dz L@
cy 2 —To n—=0"J_oe T—To—i7n oo T —Xp

Operatoridentitet:

. 1
lim — =
n—0+t T — Toxin T — o

Fimd(x — o)

d.v.s. inom integraltecken kan hoger- och vinsterled bytas mot varandra.



3. Semi-infinit

I:/ dt f(t)
0

Anta:

1. For a>1:

lim |z[*[f(2)[=0

|z] =00

2. f(z) ar analytisk pa positiva realaxeln, inklusive z=0.

Figur 7.

f:f dzIn(z) f(z) med Im[nz]e]0,2n]
c
:>f:i1+f2+f3+f4

dér I,=0: |[RInR f(Re'%)| -0 da R—0,

I;=0: lim._,pelne=0.
~ [e] 0 .
I=/ dtlntf(t)+/ dtIn(te®™) f(t) =
0 00

:/0 dtlntf(t)+/0 dtlntf(t)+27ri/0 dt f(t) =

o0 o0
o0
:—27ri/ dt f(t)y=—2mil
0

=>1=- Z Res, [In(z) f(2)]

Till exempel:

B3+1 9

I_/°° dt 23
0

4. Transformation. Till exempel:

o0 . 5
I:/ dxe'*®, a>0
0



Figur 8.

Inga poler:

0

oo w/4 0
f dz eiaz2:/ dz eiaz2+/ / d(Reiﬁ) e210+/ d(m eiﬂ'/4) eicxw2exp(iﬂ'/2):
C 0 0=0

o

—I+iR /11'/4 —aR251n(2€)e1(0+aR2005 20)) 111'/4/ dre- az?
0

—0,ty exp(—astin(2€55 blir mycket liten, R— 0o

=>I=ei"/4/ dz e’ ,/ (1+1)
0 3
oo o0
=>/ dz cos(axQ):/ dz sin(ax?) ,/
0 0 T2

Analytisk fortsdttning: fi(z) dr analytisk i S, fo(2) &r analytisk i So. For z € SN Sa:

| fui(z) for z€ S
:>f(z)‘{ h) for 2 Sy

ar den entydiga analytiska fortséttningen av fi(z) och fo(2) till S;US,.

EXEMPEL:

ar analytisk for |z| < 1.




ar analytisk for z€ C\ {1}.

dr den analytiska fortséttningen av fi(z) till C\ {1}.
Varfor:

1. Ofta &r folk nagot ofdrsiktiga och anvénder t.ex. > °° = 2" &ven for [z| > 1. T.ex.

2. Ibland &r det lattare att rdkna ut en funktion for ofysikaliska argument, och analytiskt fort-
sitta till det fysikaliska omradet.



