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System av icke-linjdra ekvationer, Heath 5.6

Problem:
f(x)=0, f:R"—R"

: En 16sning, en rot «*, ar singulér (“och det #r inte bra”) om Jakobianen J(xz*) =
d

( ﬁfi(m*) )i,j. Annars &r roten reguljér.

EXEMPEL:
xi"—xg—lzo
w%—wz—lzo
3 2
[ xi—x2—1 [ 3z1 —1
f(m)_<x%—x2—1>’ J(w)_<2x1 —1)
f(x) =0 har 16sningarna

J(x) &r singuldr i ( 2 ):

J(x) ar reguljsr i ((1]):
1(6)=(3 21)

Analytiskt: linjariseringen med Taylorutveckling. (Geometriskt: funktionsytor approximeras med
tangentplan.)

Newtons metod

Taylorutveckling kring approximationen xy:
@)~ f(zr) +J(x) - (2 —xp)

En linjar modell av problemet f(x)=0 &r alltsa

fxp)+J(x) (x—x) =0
Detta ar ett linjart ekvationssystem. Losningen blir var nya approximation a1:

J (@) (®h1 — ) = — f(x4)
Med si =xk+1 — T far vi metoden:

Trr1 =T+ Sk, J(xr) sp=— F(xg)

Detta &r Newtons metod.



Detta &r ett exempel pa en si kallad s6kmetod, s dr s6kriktning. T Newtons metod bestams
alltsd sokriktningen genom ekvationssystemet J(xy) s = — f(xx). I varje iteration 16ser vi ett
linjart ekvationssystem. Newtons metod &r lokalt konvergent. xy maste vara tillrdckligt néra
x*. Konvergensen ar kvadratisk vid reguljir rot.

Varianter av Newtons metod

1. Dampad Newton. Syfte: att vidga konvergensomradet, dvs starta ldngre ifran x*.
Tg+1 =Tk + O Sk

ar, kallas for steglingd i sokmetoden.

I vanlig Newton ar oy =1, i ddmpad &r ay < 1 med villkor || fer1|l < || fxll-

Néarmare 16sningen «* kan vi ga 6ver till o =1, dvs vanlig Newton. (figl7).

2. Modifierad Newton. Syfte: Undvika derivataberékning och faktorisering av Jakobian.
J(xp) eller en approximation av J(xo) anvinds hela tiden, dvs

{ Tp4+1 =Tk + Sk
J(x0) sx=— f(xx)

Detta innebdr LU-faktorisering en gang av J(xo), sedan endast 16sning av tva triangulira
system med framat och bakatsubstitution i varje iteration.

Forsta iteration: O(n?), men foljande iterationer dr O(n?).

3. Kvasi-Newton-metoder. Syfte: Undvika berdkning av Jakobianen.

{ Tg+1 =Tk + Sk
By sp=— f(xs)

dér By, dr en approximation av J(xg).
Speciellt: By = J(xy): vanlig Newton. By = J(xo): modifierad Newton.

Idé: By41 uppdateras fran By, sa att Bjiq approximerar J(xj41) enligt:

i. Bgy1 Sk ~ J(k+1) Sk, dvs bra approximation i sokriktningen si. Detta fixar vi med
Taylor:

J(®k11) 8k =T (®h11)(Trt1— Tk) = f(@r41) — f(2h)
som ger oss det sa kallade sekantvillkoret:
Bit18k= f(@r11) — f (k) (1)
ii. Bgy1 ofordndrad i riktningar vinkelrdta mot sg.
Byy1z=Bpz, Vz: zTs,=0

OvNING: Visa att foljande uppdatering (Broyden) satisfierar (1) och (2):

1
Bi+1=Br+ W(f(fﬂkﬂ) — f(xr) — Br si) si,
2

Fixpunktsiteration

Problemet f(x) = 0 skrivs om péa formen x = g(x). Sedan iteration enligt ;41 = g(xg), £k =0,
1,...



ANMARKNING: En punkt x* saddan att g(x*) = x* kallas fixpunkt till funktionen g. Om fix-
punktsiterationen konvergerar s& mot en fixpunkt till g. Fixpunktsiterationen konvergerar om

[G@)l<p<t

fér i en omgivning av &* och x ligger i den omgivningen. Har & G(x) Jakobianen till g(x).
Feluppskattning: ||xk4+1 — z*|| < 15 ||k4+1 — xk||. Beviset ingar inte. F6r endimensionella fallet,
se boken.

m

Metodoberoende feluppskattning

Lat £ vara en approximation till z* med fel éz =% — x*. D4 med Taylor:
£(8) = fl@" +82) = F(2") + J(2") oz + O |5 ||?) =
= J(x*) oz + O(||0x||?)
f(&) = J(x*) dx
eller 6z = J(z*)~! f(£) med feluppskattning
6|l ST (@) Il @)l = 1T (2) 7] - 11 £ ()]

Besvirlig att anvinda i praktiken. Det dr dyrt att berdkna inversen.

EXEMPEL:

f(:v):( z+zi—1 )

ef1®2 4 pi+xo—1

Los f(x)=0.

_ 21‘1 2372
J(:E)— ( x26m1z2+1 T e$1$2+1 )

Newtons metod: $0=%(jl ) MATLAB: x = x - J(x) \ f(x).

0.9038
—0.5104

Ty <
( 0.8625 )
T2

—0.5078
. ( 0.8617 )
—0.5075
Med & = x5 far vi feluppskattningen |6z || <||J(2) Y| - || F(£)]|. MATLAB:
[|7(£)~]2=0.6047
[norm for matris A:  ||All2= AmaX(ATA)]

|1 £(&)l],=8.858 - 105

= |6z, < 5.36-10 7



Fixpunktsiteration

Los ut x1 ur forsta ekvationen: 1 = (+)y/1— z3 och x5 ur andra ekvationen

To+axs—ars=1—1x; —e®1%2

a—1 1— 1, —e*1%2
To = T2+
« «

Trixandet med a behévs for att astadkomma konvergens.

V1—13

g(x)= zo(a —1)+1— z1 —e®172
o
Med
(1-2)*
. 0 —x2(l —23) 2
G(il:)— —1—z9e%1%2 g —1—gie®1®2
(e o

a=1= ||G(x*)||oo = 1.2287 €j konvergent.
a=2=|G(z")||lcc =0.5890 konvergent.

oo (07071
o=\ —o0.7071

o — 07071
1=\ —o0.5104

- 0.8617
27\ ~0.5075
Feluppskattning fér fixpunktsiteration

1= 0.5890

0.589
1-0.589

7
1—p

[le12 — ¥ < |£12 — Z11|| = [|T12 — T*|| <

-4.10-1075<5.9-1073



