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Egenviirden/egenvektorer

AeRmxn Av=Av ) ar ett egenvirde, v kallas egenvektor

EXEMPEL: Bestdm egenvirden och egenvektorer till
1 -1
4=(2 )

1-x -1
2 —-1-A

Egenvirden:

det(A—AI):‘ ‘=A2+1

Karakteristisk ekvation A2+ 1=0= A==+i.

Egenvektorer, 16s for A =i:

S 1 1,1
Lésning: —=5+7

Det andra egenvirdet, A = —i:

Losning;:

ANMARKNING: Om A ar en reell matris géller att egenvirden och egenvektorer féorekommer kom-
plext konjungerade. Ovning: visa det.

Derivering: egenfunktion: (e®)’ =e® har egenviirde 1, e?? ir en egenfunktion med egenvirde 2.

EXeEMPEL. Egenvidrden och egenfunktioner till en avbildning kan man f& fram genom att
bestdimma egenvirden och egenvektorer till den matris som beskriver avbildningen i en given
bas.

Lat V = Span{e?, sin z, cos z, e” sin z, e” cos £}, med dessa funktioner som bas for V. Bestdm
egenvirden och egenfunktioner till avbildningen derivering T'(f) = f’'. Vi far:

T(by)=T(e*)=e"=by
T(b2)=T(sinz) =cosz =bg
T(bs) =T(cosz)=—sinz =— by
T(by)=T(e*sinz) =e*cosz +e*sinx =by+ by

T(bs)=T(e"cosz)=—¢e"sinz+e”cosz=—bys+bs



Matrisen for avbildningen:

[1]o 0 0 o0
0oj[o =1]o o
M=|o0|1 0]o 0
00 01 —1
00 01 1

M &r block-diagonal. Egenvirdena dr egenvérdena till matriserna:
0 -1 1 -1
o) G
A=1
Agz==i
)\4’5 = ]. + 1

Egenvektorer:

V=

OO OO

0
0
ve3=| Fi |, was=]| 0
1
:F

Vi har alltsa foljande egenfunktioner:
e ¢” med egenvérde 1,
e sinx —icosx med egenvirde i,
e sinx +icosz med egenvirde —i,
o e”sinx —ie®cosx med egenvirde 1+1i,

o ¢e%sinz +ie®cosz med egenvirde 1 —i.

Komplexa egenvirden och egenvektorer till 2 x 2-matriser. Lat
a —b
=(3 )
D& ir A=a+bi och v= ( *i ) Lat r = || =va®+b2. DA kan vi skriva:
b .
-1 _(r0 cos¢ —siny
a _(0 r)(singo cosap)

@ =arg(\) = arccos (%)

C=r

Slos e



Avbildningen z+— Cz &r en rotation med en vinkel ¢ foljt av en skalning med r = |\|.

EXEMPEL:

C:(‘;’ _31) r=+10 gozarccos(%)

() e (2)

SATS: (9): En allmén 2 x 2-matris A med komplexa egenviirden med egenvirden a +£ib,b+# 0 kan

Overforas pa formen
_(a —b
=(i )

P=(Re(v) Im(v) )

genom C=P~1 AP dir

dér v ar egenvektorn som hor till a —ib.

(1)

har egenvarden 3 +i. Till egenviardet 3 —i hor egenvektorn

_ 5 (50 I (3 -1
v—(2+i), dvsP—(2 1)ochC—P AP—<1 3>

Anvindning av diagonalisering

EXEMPEL, FORTSATTNING:

AV =VD
VYAV =V-lVD=D
A diagonaliserbar <= V inverterbar <= alla egenvektorer ar linjart oberoende
1. Berdikna A*:
V1AV=D, A=VDV!
A2=A-A=(VDV YHY)(VDV YH)=VDV- VDV 1=vD?V !

Ak=VDFY



Dar

1 1
2. Berskna A2 da A ir symmetrisk och positivt definit. B = A2 ir en matris sadan att B? = A.
1
Lat A=VDV ! och B=VD2V ! da OK.
3. Diskreta dynamiska system.

Tpt1=Axy

med zg som start.

EXEMPEL: (Bonusuppgift 9: révar-kaniner).
rnt+1=0.57,+0.05k,
kn+1 =1.5 kn - 4'[‘n

Egenvirden: || > |Az| > ... > |Ay|. Skriv

Diskreta system med 2 komponenter.

Fall 1: A har egenvédrden 1> |A1] > |A2].
0 [13 3 27
Tp— 0 origo attraherar

Se figur pa sidan 345.
Fall 2: A har egenvérden |Az| > [A1| > 1. Losningarna &r obegrinsade da k— oo. Origo repellerar.
Fall 3: |A1| > 1> |A2| “origo en sadelpunkt”.

A € R?*2 med komplexa egenvirden: |\| = 1 = elliptisk bana runt origo. |A\| < 1 = inatgaende
spiral mot origo. |A| > 1= utgéende spiral fran origo.
4. Kontinuerligt dynamiskt system:
r'"=—ar+fBk
k'=~vk—6ér
Allmant

{ r'=Azx

z(0) =z start



Om A &r diagonaliserbar kan vi ta fram l16sningen s& har:
V-1 AV =D
Variabeltransformation y=V 'z <=z =Vy. Dagiller z'= Az —
=y =V ig'=V1idz=
—y'=V-1AVy=Dy

Systemet ser ut:

1 __ 1 At
yi=Muy yi=cp e

: -
Yn=AnYn Yn = cper?
Atertransformeringen till z-variabler:

z=Vy=y1v1+ -+ yntn

Koefficienterna cy, ..., ¢, kan bestdmmas fran givna startvirden vid tiden 0, dvs zo.



