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(figl) Analytisk fortsattning.

fR)=14+2+224+23+-
f &r analytisk i {|z]| < 1}.

L:1+z+22+z3+...
1-2

Vansterledet dr analytiskt i C\ {1}.

Den logaritmiska indikatorn och argumentprincipen

Stabilitet: (fig2).
y™ +an1y™ D+ tary +agy=0

Losningarna till den karakteristiska ekvationen &r normalt sett komplexa: a + i, multiplicitet
m. En 16sning till den karakteristiska ekvationen ger upphov till

e {olm. wer{Phm),

Nér kommer 16sningen vara begransad, da = — + co?
a <0, a=0 (om det inte foreligger resonans, dvs om multipliciteten ar ett).

Karakteristiska polynomet:
PP 4Gy Lt air + ag

Var ligger nollstéllena? Ligger de i det hogra eller vinstra halvplanet?

f'(z) _ '
f(Z) - (log f(Z))

.. om f(z)#0, f analytisk pa v (fig3). (figd)
log f(z) =In[f(2)| +iarg f(2)

| f| &r kontinuerlig, # 0. Jag far samma vérde i bérjan som i slutet.

Andringen i arg f(z) blir nettoantalet varv, ganger 2mi. Med nettoantalet varv forstas antalet i
positiv riktning minus antalet i negativ riktning.

fl(z) B zg,slut fl(z) o ; soslut
| Gee=] dz = [log. f(2)] 23 =

z) 0,bdrjan f(z) 20, bérjan

dér log, betecknar en succession av grenar enligt (fig3),
= (In| f(20,s1ut)| +1arg f(20,s1ut)) (In| f (20,b6rjan)| +1arg(f(20,bsrjan)) =

=27 1i-nettoantalet varv som f(vy) gar runt 0.



Lat oss sdga att f har nollstille med multiplicitet m i zp (OBS: €j samma 2o som ovan.)

!

Res —=7
o f
f(z)= (;Tz (z—20)"+ am+1 (2 — zo)m‘H + .

f'(z)=m ap(z = 20)™ "+ (M4 1) Gy (2 = 20)™ + -
to

f'(z) _mam(z—20)"" 4+ (m+1)ams1 (2 —20)™ +

(2) am(z — 20)™ + Qi1 (2 — 20)™F L+ -

_ 1 man+9Q(2—20)
T z—20 apm+6(z—z0)

Zp ar en enkelpol till £

= ) =b_1(z—20) " +bo+-- dir residyn &r b_;
. f'(z) _mam+0
=b =1 — = =
1= Jim (2= z0) 5 =" g =

Residyn blev alltsd multipliciteten.

Om f har en pol av ordning p i 2.

!
Res =& =7

o f

z)= a-p Q—p+1
f(z) (z—zo)p+ (z— zg)P 1

'(2) = —pba—p —(p—l)a7p+1
fl(z)= (2 — 2)P*1 (z — 20)P +

—Ppa—p +7(p71)a,p+1+

f'(2) _ Gz ® G 20)7 T =P
N a-p G-pt1 —20)P
f(z) Gz =207 + 2?1 + (z — 20)
_;p_—[l;;’—(p—l)a_p+1+--.: 1 —pa_p—9z—20)+ -
a_p+a_pi1(z—20)+ - z2—20 G_pt+a_pi1(z—20)+ -

Enkelpol.

f_’_ T _ f’(z)_—pa,p—i-O__
Rz((e]s f—cl—zlgx;o(z 20) 9= a,40 =

1 [ (&), _ _ _
2—7“/1 f(z)dz_ Z my — Z p=N—-P=

f:s nollstéllens f:s polers
multiplicietet ordning



dar N ar antalet nollstallen till f innanfor + riknade med multiplicitet och P &r antalet poler
till f raknade med ordning,

=nettoantalet varv som f(-y) gor runt 0. (Argumentprincipen)

SATS: (Argumentprincipen). 7 enkel sluten kurva, ett varv moturs. f &r analytisk pa ~. f &r
analytisk innanfor v utom i &ndligt manga poler. (f har &ndligt manga nollstallen innanfér +,
inga nollstéllen pa v — f6ljer av att f &r analytisk, #0.)

1L [ ')y, _ _1
CP @ dz—N—P—ﬂA7argf(z)

nali .
argumentprincipen

dér A, arg f(z) &r nettodndringen i arg f(z) nér z € v, N &r antalet nollstéllen till f innanfér v
rdknade med multiplicitet och P &r antalet poler till f rdknade med ordning. |

SATS: (Rouchés sats). -y dr en enkel sluten kurva, f, g dr analytiska pa och innanfér ~,
If(z)+9(2)| <|f(z)] Vzen

= f och g har lika manga nollstéllen (rdknade med multiplicitet) innanfor

Bevis. Varken f eller g kan ha nollstéllen pa «, ty

f(z0)=0,20€y = [f(20)[>]..|>20 >!< motsiigelse
=0

9(z20)=0,20€7 = |f(20) +g(20)| =[f(z0)| <|f(20)] >!<
=0

Pa v:[f(2) + 9(2)| <|f(2)], [£(2)| >0 pa v

9(2)
f(2)

=>‘1+ <1 Vzeqy

Vénster led ar avstandet mellan g/ f och — 1. (figh).
F=g/f, F(v) haller sig borta fran 0. F () gar inte runt 0.

=>A,Yargg=0=0
f
Np=Pr
Np=Ny, Pf=Ny¢
= N;y=N,
f och g har lika manga nollstéllen. a

Uppgift 17b)
22—22—2-6=0 1i{|z|]<1}

Vi dr intresserade av antalet 16sningar till den hér ekvationen.



Lat v vara kurvan runt enhetscirkeln.

Uppgift 16 Rouchés sats (ekvivalent version). 7 &r en enkel sluten kurva. f, g dr analytiska
pa och innanfér ~.

l9(2)| <|f(2)] pa~y
= f och f+g har lika manga nollstillen innanfér g, rdknade med multiplicitet.
f dominant = g kan uppfattas som storning.
Bevis. f, f+9=G
Att visa: |f+ G| <|f]| eller |f—G|<|f|
+ @ har lika manga nollstéllen.
|f=Gl=If=f—gl=lgl<|f] pa~y O

Ater till uppgift 17b.

28—22—2-6=0

Sitt f(z)=—6,9(z) =23 — 22— 2.

P& enhetscirkeln:
19(2)| =12 =22 = 2| < |2+ [2]* + 2] =3 <6 = ()]

f och f+ g har lika manga nollstéllen i {|z| <1}.



