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Uppgift 2.6.2

Detta dr en integral av typen

* P(x)
dz
/foo Q)
Krav for att det ska fungera:

1. @ har inga reella nollstéllen.

2. deg @ >deg P+ 2
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dh

R R

Figur 1.
F'r=[—R,R]UCR

dir R &r tillrackligt stort for att alla nollstéllen till @) i det 6vre halvplanet, ligger innanfor I'g.
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@:s nollstallen:

Betrakta forst 22 =2+1i. Ansitt z=a+ bi:

a?—-1v>=2
2ab=1
a2+ b02=+5
2a2=2+\/5=>a2:2+2\/5=>a::|: 2+2‘/5
202=/5-2=b==% ‘/52_2



4+ med + och — med —, ty a och b har samma tecken.

a= \/\/32+2 +i\/\/52_2

z1 ligger i det 6vre halvplanet, sd den kommer att vara intressant fér oss. z; gor det inte: den &r
ointressant nu.

Betrakta sedan 22 =2 —i pa samma sitt:

a?—b2=2
2ab=—1
a’+bv? =5

Det enda som skiljer sig fran ovanstaende ar att a och b har olika tecken.

VE+2 L [VE-2
zZ3 = D) —1 D) =21

5+2 . 5—2 _
Z4:—\/\/—2+ -I-l\/\/_2 =25

z3 ligger inte i 6vre halvplanet, z, gor det. 2z; och z; &r alltsd de intressanta rétterna.

2mi(Res,, f + Res,, f)
Betrakta
_g9(2)
f(z)= h(z)

dir g, h &r analytiska i D. Om 2z dr ett nollstille med multiplicitet m fér h, da &r zp en pol av
ordning m for f, forutsatt att g(zo) # 0.

Kring zp:

o aA—m a—q
f(z)= CEA et

+ag+ -

Forlanger med (z — z0)™:
(z—20)" f(2) =a_m++a_1(z—20)" "+ ao(z — 20)™ + -

dm—l

L2 —20)"f(2)) = (m - D!a-1+9(z - 2)

zZ— 2o

Res f(z) = lim _1 _an
zZ— 2o (m — 1)' dzm—1

((z = 20)" f(2))



Tillbaka till exemplet vi rdknar pad. m =1 (enkelpoler, bada tva).
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Gar nu integralen éver Cr mot noll, &r vi sa gott som klara.
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Uppgift 2.6.4

*© cos axT dz
oo (@2H1)(2%+4)



Detta &r en integral av typen

*° P(zx) [cosazx
/_oo Q(z) {sinam}dz
1. @ har inga nollstéllen € R.

2. deg @ >deg P +1.

I fallet da deg @Q > deg P + 2 gar det till ungefar som férut.
Om deg @ =deg P+ 1: vi kommer att behdva Jordans lemma (lds i KH). O

ioz
e

&=y

Val av kontur, halvcirkel i 6vre halvplanet, eller i nedre halvplanet?

eiz + e—iz

Cos z =
2

ej bra val.

o0 oS o oo eloz
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Gar den senare mot noll? For vilka a?
Q(2)=(22+1)(22+4)
z1=1, 2ze=-—1, 23=2i, 2z4=-2i

z1 och z3 ligger i 6vre halvplanet.
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Resi S = e e mer - )|
— e = e ®
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elaz .
Resy; f= (z—1)(z+1)(z — 2i)(z + 2i) (z —2i) z:m:
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Vad hénder pa halvcirkeln?

plaz z=Re'?
—— _dz|=|dz=Rie?d4| =
‘/CR (22 +i)(22+4) 0<O<



1aRe 1aR(cos 6+isinf) _ — glaRcos 0 o—aRsin
T eleRcos €e—aRsin 0 0
= - - Rie?dl| <
L (R2e2‘9 + 1)(R2 e2if 4) =

Den valda konturen (halvcirkel i 6hp) fungerar d& a >0, ty 0 <6 < 7 ger positiv sinus.
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For a <0 viljer vi halvcirkeln i undre halvplanet, § € [ - 7,0], R - — R.

cos ax ar en jamn funktion. cos ax = cos( — azx) = cos |a|z.

o0
/ (xz_:(l)?%dw:... med |a|z istéllet for a.

Analytiska funktioners nollstéllen

SATS: Analytiska funktioners (#0) nollstéllen &r isolerade.
f(20) = 0= f(2) = (2 = 20)™ 9(2)

dédr g ar en analytisk funktion med g(zp) # 0. Analytisk = kontinuerlig. g(z) # 0 i en omgivning
till zg. => f # 01 en punkterad omgivning till zg = 2o &r ett isolerat nollstélle.

FOLIDSATS: f har ett icke-isolerat nollstélle i zg (f analytisk i zp).

=—> f=0 1ien omgivning till 2y

?
= f=01iD. (fig2) Analytisk fortsdttning. D &r sammanhéngande. Varje kompakt mangd har
egenskapen att en Overtidckning har en dndlig 6vertéckning.



